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Capitulo 1

Introducion

Los polinomios ortogonales aparecen y se utilizan en diferentes areas den-
tro de las Matematicas, como la aproximacion de funciones de variable real
o compleja, la solucién de ecuaciones diferenciales no lineales (sistemas com-
pletamente integrables) o la estadistica; y en dreas més tedricas, en relacion
con ciertos problemas clasicos del analisis, como el problema de los momentos
para una medida positiva.

Los polinomios anti-ortogonales apaceren como polinomios caracteristicos de
matrices aleatorias, B. Eynard[4]. Dichas matrices surgen en matemética es-
tadistica por Hsu, Wishart, y otros autores, en 1930. Diez anos después,
Wingner estudio la conexiéon entre las propiedades de las matrices aleato-
rias y la fisica nuclear, Mandan [9]. Hoy en dia las matrices aleatorias son
una herramienta fundamental para determinar las propiedades estadisticas
de sistemas cadticos, estos sistemas resultan de la mecénica cuantica y clasica.

Por otra parte, la teorfa de los sistemas integrables en dimensién infinia (para
ecuaciones en derivadas parciales), se ha convertido en una de las partes mas
activas de la fisica matematica; uno de los objetivos principales en este caso
es el estudio de jerarquias de ecuaciones no lineales en derivadas parciales y
un problema importante en contexto, es encontrar soluciones de dichas jerar-
quias. Una de las jerarquias que ha recibido mayor interés en los ultimos
anos, es la llamada jerarquia de Pfaff(que es un andlogo de simpléctico de
la jerarquia KP discreta), M. Alder et al.[12]. Precisamente los polinomios
anti-ortogonales surgen en las soluciones de dichas jerarquias. He aqui la mo-
tivacion de estudiar sistemas anti-ortogonales.



El objetivo fundamental de esta tesis consiste en lo siguiente: incluir el
concepto de polinomio anti-ortogonal en una nocién maés general sobre es-
pacios con producto interno; es decir, asi como los polinomios ortogonales
clasicos son un caso particular de sistemas ortogonales en espacios de Hilbert.
Nosotros creemos y en parte se ha visto en esta tesis que los polinomios anti-
ortogonales son un caso particular de lo que hemos llamado sistemas anti-
ortogonales en espacios con producto interno. Esperamos que estos sistemas
que hemos introducido tengan variadas aplicaciones, de hecho esperamos que
este sea el caso en la teoria de aproximacion de funciones de variable compleja.

Esta tesis contiene una introduccién a los polinomios ortogonales (Akhiezer[2],
Charles and Yuan[5] y Gabor [7]) con el fin de preparar el camino para
obtener algunos sistemas anti-ortogonales (como son los polinomios ortogo-
nales clasicos de Hermite, Laguerre y Jacobi); como se verd en este trabajo de
tesis, los polinomios ortogonales juegan un papel fundamental en el calculo
de sistemas anti-ortogonales en ciertos espacios de funciones.

En esta tesis se presenta como punto de partida, algunos resultados de fun-
cionales bilineales dentro de los que se destaca un resultado que sera de
vital importancia para construir sistemas anti-ortogonales. Los resultados
sobre funcionales bilineales anti-simétricos obtenidos en esta tesis arrojan
luz sobre la manera de construir polinomios anti-ortogonales. Luego se ex-
pone parte del trabajo abordado por M. Adler, P.J. Forrester, T. Nagao y P.
van Moerbeke en el articulo Classical skew orthogonal polynomials and ran-
dom matrices, publicado en 1999, donde se dan de manera explicita algunos
sistemas anti-ortogonales asociados a los polinomios ortogonales clasicos ya
mencionados y con ellos un resultado que nos permite construir operadores
anti-simétricos en algunos espacios de funciones.

La aportacién de esta tesis consiste en dar de manera explicita sistemas
anti-ortogonales en espacios con producto interno en particular en espacios
de Hilbert. Probablemente el mayor aporte consiste en el cdlculo por primera
vez de sistemas anti-ortogonales en términos de polinomios ortogonales dis-
cretos, es decir, para medidas discretas, a saber, los polinomios de Charlier y
Meixner. La relevancia de estos polinomios radica en las funciones de peso;
ya que estas son distribucioens de Poisson y Pascal respectivamente.



La tesis se divide en cuatro capitulos, el segundo trata en gran parte de
la construccion de un sistema anti-ortogonal que es una combinacion de los
polinomios ménicos de Hermite, ademas de dos sistemas anti-ortogonales en
el espacio [*(R). En el tercer y cuarto capitulo se dan de manera explicita
los polinomios anti-ortogonales en términos de los polinomios de Charlier y
Meixner.

En este trabajo sélo se presenta funcionales bilineales reales anti-simétricos,
un problema interesante para el futuro, es construir funcionales bilineales
anti-simétricos en espacios de funciones sobre una curva cerrada. Un primer
caso a tratar seria

Qﬁﬂg)zt/f(@g(—@hﬁﬂdz

Esperamos que en este caso se puedan introducir un andlogo anti-ortogonal de
aproximante de Padé, es decir, funciones racionales cuyo denominador sean
precisamente polinomios anti-ortogonales con respecto a una cierta medida
positiva y con ayuda de estos aproximantes de Padé aproximar funciones
meromorfas sobre el plano complejo.

1.1. Polinomios ortogonales

En este capitulo veremos algunos resultados importantes de polinomios
ortogonales en R y N.

Definicién 1.1.1 Se llama espacio L? al espacio de funciones reales de
cuadrado integrable en (a,b) con la funcion peso w(x) > 0, es decir:

b
{W@MHK/V@WMWKW}

En este espacio el producto escalar de dos funciones f y g se define mediante
la integral

b
(r9) = [ s@g(yulz)ds,
y la norma vendra dada por ||f|| = +/{f, f).



Definiremos los momentos de w(z) mediante
b
Cp = / z"w(x)dz, n=0,1,2,..

En adelante supondremos que todos los momentos son finitos.

Observemos que si los momentos son finitos, entonces para toda n € N se
: n 2

tiene que z" € L.

Definicién 1.1.2 Dada una sucesion de polinomios {py }n, diremos que {py }n
es una sucesion de polinomios ortogonales con respecto a {.,.) si se cumple
que:

1. p, es un polinomio de grado n.
2. (PnyPm) =0, m # n, para todo, m,n =0,1,2, ...,
3. (PnyPn) # 0, para todo n =0,1,2, ...

1.1.1. Propiedades generales

Teorema 1.1.3 FEs posible construir una sucesion de polinomios ortogonales
{pn}n sobre un intervalo (a,b) respecto a una funcion peso w(x) medible,
definida sobre este intervalo.

Demostraciéon. La prueba se sigue del proceso ortogonalizacién de Schmidt,
tomando el conjunto linealmente independiente 2" (n = 0, 1, 2, ...) sobre (a, b)
B

Recordemos que si {p, }, es una sucesién de polinomios de grado n, no nece-
sariamente ortogonales, todo polinomio de grado m puede escribirse:

p(e) = 3 bupa()

donde los b,, son coeficientes numéricos que dependen de n y p(z).

Teorema 1.1.4 Una condicion necesaria y suficiente para que una sucesion
de polinomios {p,(x)}, con el grado de p, igual a n, sea ortogonal es que:

b
/ 2*p, (2)w(x)dr = 0 E=0,..,n—1,

para todo n € N.



Demostracién. Sea n € N. Supongamos que

b
/ 2*p, (2)w(x)dr =0 k=0,..,n—1

Sean p,,(z) y pn(z) con n # m y supongamos que m < n. Entonces

m

pm(T) = Z apx”

k=0

luego

b m b
ostn) = [ paalpa(yois =3 [ox [ atpa(yute)i] o,
a k‘ZO a
por lo tanto la sucesiéon de polinomios {p,}, es ortogonal. Por otro lado,
supongamos que

/ Pa(@)pm(@)w(z)dz =0 (m £n),

entonces para todo k£ < n escribimos

k
2 = ()
m=0

luego

/ab 2" p()w(z)dr = zk: [am /bpm(x)pn(x)w(x)dx -0

m=0 a

puesto que m #n (m=0,1,2,.... k) R

Nétese que si p(z) es un polinomio de grado m y {p,}, una sucesién de
polinomios ortogonales, entonces

= v x con _ pup)



Teorema 1.1.5 Si{p,}, es una sucesion de polinomios ortogonales, existen
numeros A,, B, y C,, tales que para n > 1:

Demostracién. El polinomio xp,, de grado n+1 puede escribirse de la forma:
n+1

rpn(T) = Z appr(x)

con
<pk: ) xpn>

(Dk> Dr)

pero como

sin > k+1, es decir, k < n—1 entonces solo los coeficientes oy, 1, a, y pi1
intervienen en el desarrollo.

Asi pues, tomando
An = Qp41, Bn = Qp Cn = Qp—1-

la demostracién queda terminada H.

1.2. Polinomios ortogonales clasicos

En esta seccion estudiaremos algunas sucesiones de polinomios ortogo-
nales, tales como: polinomios de Hermite, polinomios de Laguerre y poli-
nomios de Jacobi. Los resultados aqui enunciados, se pueden encontrar en
Akhiezer[2], Charles and Yaun[5], y Gabor[7].

1.2.1. Polinomios de Hermite

Definicién 1.2.1 Definimos los polinomios de Hermite por:

dar 2
Hn — (—1)" 22 %
(2) = (e e



Observemos que H,(—x) = (—1)"H,(z), es decir, H,, es par si n es par, e
impar si n es impar.

Los primeros polinomios de Hermite son:
Ho(.l’) =1

Hi(x) =2z
Hy(z) = 42* — 2
Hs(z) = 82 — 12z

La funcién peso para los polinomios de Hermite es w(x) = e~* definida en
R.

Proposicién 1.2.2 Para 0 < m < n, se cumplen las afirmaciones:

/ " H,(z)e * dz =0
R

/ | Ho(0)) e o = 21725,
R

Proposicién 1.2.3 Los polinomios de Hermite cumplen con las afirmaciones

stguientes:
d
%Hn(ﬂf) =2nH, ()
d—zH (x) — 2:7011-[ (x) +2nH,(z) =0
do?™ " de ™" e

1.2.2. Polinomios de Laguerre

Sea a > —1, la funcién peso para los polinomios de Laguerre es w(x) =
x%e™* definida en todo Ry = {z : = > 0}.

Definicién 1.2.4 Paran > 0, los polinomios de Laguerre se definen como:

1 d\n
LY = —x %" <%) (z" ™).

n!



Proposicién 1.2.5 Para 0 < m < n, se cumple
/ "L (x)x%e dr = 0.
0

Proposiciéon 1.2.6 La relacion de tres términos recurrentes para los poli-
nomios de Laguerre es:

n+aoa._,
n+1 n—1-

Lo = ——(-a+2n+1+a)L%x)

n+1

Proposicién 1.2.7 Los polinomios de Laguerre satisfacen las siguientes rela-
ciones:

d e ey

2

d « d « a _
x@[zn(x) +(a+1— x)%Ln(x) +nly(x) =0

1.2.3. Polinomios de Jacobi

Para «, f > —1, la funcién peso para los polinomios de Jacobi es w(x) =
(1 —2)%(1 + x)” definida sobre —1 < x < 1.

Definicién 1.2.8 Para n > 0 definimos a los polinomios de Jacobi como:

P (z) = (2_“2!” (1-a2) 1+ ;1:)_5% (1= @)t 4 2)™n)

Definicién 1.2.9 FEl simbolo de Pochhammer se define como:
($)0 = 1,
(@) =2(x+1)(x+2)...(r+n—1), reR,Yn >0

Proposiciéon 1.2.10 Para 0 < m < n se cumple

1
| e - a1 ) ds =0

1



Proposicién 1.2.11 Paran > 1,

P @) = PO Pl
T

y P (x) es el dnico polinomio solucion de

(1—2*)f"(x) = (a= B+ (a+B+2)z)f () +n(n+a+6+1)f(z) =0
y f(1)=(a+1),/nl
Proposicién 1.2.12 Paran > 0, se cumple

Cnt+a+pF+1)2n+a+5+2)

(a.8) _ (o,8)
(2n+ B+ a+1)(a? — 3?) (@) ()
2n+1)(n+a+B8+1)2n+a+p) "
(a+n)(B+n)2n+a+3+2)

- (a.)
(n+ 1)(n—|—a+ﬁ+ 1)(2n+a—|—ﬁ)P"_1 (:E)

1.3. Polinomios ortogonales discretos

Ademas de los polinomios ortogonales clasicos continuos, existen otras
familias llamadas ortogonales discretas ya que su ortogonalidad esta dada
mediante sumas(que es equivalente a considerar medidas discretas).

Los polinomios ortogonales discretos fuerén introducidos por la siguiente
idea: interporlar una funcién cuando a los valores dados de la funcion se le
asignan unos pesos de acuerdo a cierta ley de probabilidad. El caso mas sen-
cillo es cuando el peso p(z) = 1 (distribucién uniforme), este problema con-
duce a los polinomios de Chebyshev. Otros casos importantes es cuando las
distribuciones son: de Poisson (polinomios de Charlier) y de Pascal(polinomios
de Meixner) las cuales utilizaremos en los ultimos capitulos de esta tesis.

En seguida veremos una breve introduccién a la teoria general de polinomios
discretos.
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Sea p(x) > 0 y definamos al espacio Li como:

L2 = {113 1f (R)Polk) < oo},

donde b € NU {co}. En este espacio el producto escalar de f y g estd dado
mediante:

(f9) =Y f(k)g(k)p(k).
y la norma serd || f|| = \/(f, f)-

Definamos los momentos con respecto a p(z) por:

b—1
Pn = Z knp<k)
k=0

En lo que sigue supondremos que los momentos con respecto a p son finitos.

Definicién 1.3.1 Dada una sucesion de polinomios {py }n, diremos que {p,}n
es una sucesion de polinomios ortogonales discretos con respecto a (.,.) si se
cumple:

1. p, es un polinomio de grado n.
2. (Pnspm) =0, m#n, Vn,m=0,1,2, ...
3. <pn7pn> 7é 0, Vn = 0,1,2,...

Dos de los operadores lineales que juegan un papel importante en esta teoria
son V y Ay se definen como:

Af@) = f@+1) = fl@) Vi) = f@) - fle—1)
y que cumplen con las propiedades siguientes:
Af(x) =V f(x+1), (1.3.1)
VAf(z)=AVf(z)=flr+1)—2f(x) + f(z —1). (1.3.2)

En seguida daremos un resultado muy utilizado en el tercer y cuarto capitulo.
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Teorema 1.3.2 Una condicion necesaria y suficiente para que la sucesion
de polinomios {py}n tal que p, es de grado n, sea ortogonal es que

b—1
Zkipnp(k) =0, i=0,..,n—1,
k=0

para todo n € N

Demostracion. Supongamos que

b—1

Zkipnp(k:)zo, i=0,...,n—1,
k=0

para todo n € N.

Sea p, ¥ pm con m # n y supongamos que m < n. Entonces

pm(k) = Zaikl
luego
ostm) = Y pa (B (8) = 3 [o0 3~ K (B)p()] = 0.

Por otro lado, supongamos que

b—1
S pu(K)pn(k)p(k) =0 (m #0)
k=0

entonces para todo ¢ € N se tiene:

kj - Z ampm(k)
m=0

entonces
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puesto que m # n M.

En los capitulos 3 y 4 se veran dos sucesiones de polinomios ortogonales
discretos que, a su vez son monicos, a saber, los polinomios de Charlier y
Meixner cuyas funciones de peso respectivamente son:

e
plk) =™
paraa >0,y
ﬁk
p(k) =27 (N

cony>0y0<fg<l1.



Capitulo 2

Sistemas anti-ortogonales

En este capitulo se tienen algunos resultados generales de sistemas anti-
ortogonales, asi como ejemplos de sistemas anti-ortogonales en espacios de
Hilbert concretos. En la primera seccion, se dan resultados de funcionales
bilineales en espacios de Hilbert utilizando el teorema de Lax-Milgran. Es
importante aclarar que la seccién 2.2 y 2.3 son debidas a M. Aldler, P.J. For-
rester, et al. [11], las restantes secciones de esta tesis son originales(excepto
las citadas), y estan dedicadas a encontrar sistemas anti-ortogonales en es-
pacios con producto interno especificos.

2.1. Funcionales Bilineales
Sea H un espacio de Hilbert real y (.,.) el producto interno correspondiente.
Definicién 2.1.1 Un funcional bilineal sobre H es una aplicacion

QO HxH—R

tal que a cada par de elementos f,g € H le hace corresponder el nimero real
Q(f,q) que cumple:

(i) Qanfi + asfo, ) = 1Q(f1,9) + @2 f2, 9)
(i) Qf,a191 + aaga) = 1 Q(f, g1) + 2Q(f, g2)

Con f, f1, f2,9,91,92 € H y 1,00 € R.

13
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El siguiente teorema, nos da la representacion de un funcional bilineal de
operadores lineales acotados definidos en todo el espacio.

Teorema 2.1.2 (Lax-Milgran) Todo funcional bilineal Q(f,g) que cumpla
con la propiedad:
sup 2(/, 9)] < o0,

A<, llgll<1

se puede representar de la forma

Q(f,9) = (Af,9),

donde A es un operador lineal acotado con dominio H, el cual, estd determi-
nado de manera unica por Q.

Demostracion. La demostracion de este resultado se encuentra en la pagina
42 de Akhiezer[1] B

Definicién 2.1.3 Decimos que 2 : H x H — R es un funcional bilineal
anti-simétrico si cumple las siguientes propiedades:

(1) Para fi, fo,9€ H yoq,a0 €R

Qo fr + o fa, g9) = QU fr, 9) + Q2 f2, 9)

(ii) Para todo f,g € H

Observacion 2.1.4 Las condiciones (i) y (ii) implican que

Qf, a1g1 + a2g2) = a1 Q(f, 91) + QU f, 92).

Teorema 2.1.5 Sean f,g € H y Q un funcional bilineal anti-simétrico que
satisface
sup 2(f,9)| < o0

IFI<1,llgll<1

entonces, existe A € C[H, H| tal que

Q(f,9) = (Af, 9)

y ademds A* = —A.
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Demostracion. El primer resultado se sigue del lema 2.1.4 y del teorema
de Lax-Milgram. Ahora notemos que

(Af,9) =Qf,9) = —g, f)

— —(Ag, f) = ~(f, Ag) = (F.—Ag)
luego A*=—-A. 1

Proposicién 2.1.6 Sea X un espacio con producto interno real y A : X —
X un operador lineal con dominio igual a todo X, tal que A* = —A. Entonces
Q(f,g9) = (Af, g) satisface las siguientes propiedades:

(i) Qbf +cg,h) =Q(f,g) + g, h)

donde f,ge X yb,ceR.

Demostracién. Sean f,g € X y b, c € R. Entonces
QbS + g, h) = (AS + cg), h)
puesto que A es lineal se sigue
Q(bf + cg,h) = b{Af,h) + c(Ag, h) = bQ(f, h) + (g, h),

de modo que la afirmacién (i) se cumple.

Por otro lado,
Por lo tanto se cumple la afirmacién (i)

Definicién 2.1.7 Sea €2 como en la proposicion 2.1.6. Decimos que el sis-
tema {h,}°%, es anti-ortogonal' con respecto a €, si

Q(haop, hom) = Qhant1, homsr) = 0 (2.1.1)
Q(h2n7 h2m+1) - ansnm (212)
donde m,n =0,1,2,... y {7} es una sucesion de nimeros reales diferentes

de cero.

'En inglés es skew orthogonal system
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Lema 2.1.8 Sea {eg, €1, €, €3,...} un conjunto numerable linealmente inde-
pendiente® en un espacio con producto interno Xy {v,}°%, una sucesion de
niumeros reales diferentes de cero. Supongamos que el sistema {h,}5°, cons-
truido de la siguiente manera:

h0:€0

1 1

n mn
hy, = cheo + -+ cre,

satisface las relaciones:

Q(ho, h1) =70 Q(hon, honi1) = Y, (2.1.3)

Q(hop,em) =0 m=20,1,...,2n — 1, (2.1.4)

Q(hops1,em) =0 m=0,1,...,2n — 1, (2.1.5)

para n=1,2,.... Entonces el sistema {h,}>°, es anti-ortogonal con respecto

a ).

Demostracién. Demostraremos (2.1.1) cuando m < n, entonces tenemos
que

Qhon, hom) = Qhon, ci™eq + E™er + oo + 37 1€am_1 + Cor o)
por la bilinelidad de €2 se obtiene
Q(han, hom) = ™ han, €0) + ... + 3™ Qhon, am—1) + 27U hap, €om)
puesto que m < n, se sigue de (2.1.4)
Qhon, hom) = ™ han, €0) + ... + 37 QU hon, €am-1) + a7 haop, €2m) = 0
Por otro lado, de la bilinealidad de €2 se infiere:

. 2m—+1 2m—+1 2m—+1 2m—+1
Q(h2n+1, h2m+1) = Q(h2n+1, Co €o + C1 e+ ...+ Com,  €2m + 02m+162m+1>

2En particular {eg, e1, €2, €3, ...} puede ser un sistema ortogonal de X.
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debido a que m < n, se tiene que m < n —1, luego 1 <2m+1 < 2n — 1,
entonces de (2.1.5)

_ 2m—+1 2m—+1 2m—+1 2m+1 _
Qhont1, hams1) = Qhang1, g™ eo+ci™ 1. Fcom ' eomtComii€omi1) =0

La prueba de (2.1.1) cuando m > n es andloga por la anti-simetria de €.
Ahora bien, sélo nos falta probar (2.1.1) cuando n = m, pero esto también se
sigue de la anti-simetria de €2, puesto que Q(hay,, han) = —Q(hap, he,) implica
que Q(hap, hap) = 0, de la misma forma se tiene que Q(hoyy1, hopy1) = 0. Asi,
hemos probado que

Q(hgn, hzm) = Q(h2n+1, h2m+1) = O, Vm, n e N.
Ahora demostraremos (2.1.2). En efecto, supongamos m < n entonces
Q(h2m h2m+1) = CgmHQ(h%, 60) + ...+ C%%i%QULZn; €2m+1)7

puesto que m < n, se tiene que m < n —1,luego 1 < 2m +1 < 2n —1 se
sigue de (2.1.4)

Q(h2m h2m+1) = C(Q)mHQ(hm, 60) + ...+ C%%ﬂQ(hzm €2m+1) = 0.

Por otra parte, la prueba de (2.1.2) para m > n es andloga y la prueba de
(2.1.2) cuando m = n es consecuencia de (2.1.3).H

2.2. Operadores anti-simétricos en R

A continuacién veremos un sistema anti-ortogonal especifico debido a M.
Adler, P.J. Forrester, T. Nagao y P. van Moerbeke en un espacio de fun-
ciones, formado por polinomios; para esto desarrollemos un poco de la teoria
de N. Adler, et al.[11]. Empecemos con la construccién de las expresiones
diferenciales anti-simétricas.

Sean u, ¢ € L2, tal que u es una funcién acotada continuamente diferenciable.
Consideremos el operador L, en L? como:
d u —¢
Lu = U% + 9 y
y tomemos w(x) = e 2@ donde V(z) es una funcién real continuamente
diferenciable. Entonces producto interno en este espacio es:

(f,9) = /_ T e f(x)g(x)dz.

o0
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Como se sabe, muchos espacios bien estudiados son casos particulares de
este producto interno. El siguiente lema nos permite construir expresiones
diferenciales anti-simétricas.

Lema 2.2.1 Sean f,g,u,¢ € L? tal que v, f', g’ € L2 .Supongamos que la
formula de integracion por partes sea vdlida y V(x) una funcion continua-
mente diferenciable tal que

2V (z) = %

—2V (x

ademds supongamos que f(z)u(zx)g(z)e )] =0 entonces

<f7 Lug> = _<Lufa g>
es decir el operador L, es una expresion diferencial anti-simétrica .

L /7
Demostracion. Sea h = “Td’, entonces

(F, Lag) = / VO f(2) Log(x)da

o)

= [ e @) uta)g (x) + o) (w)ds

— F@ula)glo)e P,
- [ g paule) s
+ /_OO e~V @ f(x)h(x)g(x)dx
= [ g O ule) + e e) - 2V (@) ()ule))do



o0

+/_Oo g(w)e V@ f(2)2V' (x)u(z)dx +/ g(a:)e_w(x)f(x)[w]dm

Sustituyendo 2V’ (x) de la hipétesis del lema (2.2.1)

o0

= — /_OO g(a?)eﬂv(x)f/(x)u(x)d;,; _/ g($)€72v(x)f(:c)u'(:c)d:c

[e.9] —0o0

A B R

[e.e] — 00

reduciendo términos semejantes

S /OO 9(2)e V@ ' (z)u(z)dx — %/OO 9(@)e 2@ f(2)ul (2)dx

w3 [ ey s
luego N )
—— [ s @uta) + ho)fe)lda
— (g, Luf) = ~(Luf,9)
[ |

2.3. Polinomios anti-ortogonales de Hermite

Consideremos en el lema (2.1.2), el caso especifico cuando la funcién peso

w es w(z) = e ", entonces debemos tener e~2V() = ¢=** y como consecuen-
cia V(x) = % y por lo tanto
V'(z) = . (2.3.6)
Por otro lado tenemos que
¢(z)
2V (2) = —= 2.3.7
()= 20 237)

entonces de (2.3.6) y (2.3.7) se deduce

=
s

DO
&
I

£
—
Nab
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Podemos entonces tomar ¢(x) = 2x y u(z) = 1, y el operador L, se convierte
en

L,=— —ux.
dx v

Observemos que p(x)q(z)e = 0 si p, ¢ son polinomios, en este caso el
operador L, es anti-simétrico en L2

—z2 ‘oo
—00

Antes de obtener los polinomios anti-simétricos correspondientes a los poli-
nomios moénicos de Hermite, enunciemos el siguiente resultado:

Corolario 2.3.1 Los polinomios monicos de Hermite p, cumplen con las
siguientes propiedades

(i) P, = npp—1
(i1) pll — 2xp), + 2np, =0
(iii) ply =mn(n — 1)pn—2
Demostracién. Demostremos el inciso (i), en efecto, puesto que
pn=2"H,

entonces
/I o—nry/
P, =2""H,

utilizando la proposicion 1.2.3 se tiene:
p; = 2_n2an—1 = NpPp—-1-

Los incisos (ii) y (iii) son inmediatos de la proposicién 1.2.3.1

Notemos que la afirmacién (iii) se sigue de la afirmacién (i), para fines

practicos se ha puesto en esta proposicion. En la siguiente proposicion w
7 _ 2

serd w(x) = e .

Proposicion 2.3.2 Sea Q(f, g) = (L.f,g) para todo f,g € L?. Una familia
de polinomios anti-ortogonales en términos de los polinomios monicos de
Hermite con respecto a ) es:

— 1
Gom+1(2) = Pam+1(2), Gam () = m! Z ﬁpzn(I)
n=0
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ademds
TYm = Q(q2m7QQm+l) = —||p2m+1||2
para m € N.

Demostracion. Para demostrar este resultado haremos uso del lema 2.1.8,
proponemos

2m—1 2m
_ 2m _ 2m-1
G2m = P2m + E Ci Pk, G2m+1 = P2m+1 + E C, Dk
k=0 k=0

En este caso el sistema linealmente independiente es {1, z, 22, ...}.

De la expresion de go,, se tiene, para m = 0, que gy = 1. Calculemos 7y
y ¢; haciendo uso del lema 2.1.8; en efecto, de la expresion de go,,11 para
m = 0 se sigue
¢ = p1+ .
luego
(Lul.pr(2) + c5) =

en consecuencia
(Lul,pr(2) + cp) = (=, p1(2) + ) = (=2, p1(2)) + (=, 5) = %0-

Puesto que
(—x,ch) = —c(l)/ e r = —c{x,1) =0,

[e.e]

la constante ¢ puede ser cualquiera, as{ tomemos ¢} = 0; por lo tanto q; = py,
ademds vy = —||p1]|?, ya que p1(x) = x. Procedamos a calcular el resto de los
polinomios anti-ortogonales con ayuda del lema 2.1.8; es decir, suponiendo

(Lugom, 2y =0 vy (Ly@omy1,2) =0 i=0,..,2m —1. (2.3.8)

param = 1,2, ...; luego, calculemos

Lupr, = pj, — pit, vk € N.
Utilizando la afirmacion (i) del corolario 2.3.1 en el primer término y multi-
plicando y dividiendo por k£ 4 1 el segundo término
kE+1
kE+1

Lupr, = kprp—1 — DT
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de nuevo usando la afirmacion (i) del corolario 2.3.1 en el segundo término
y multiplicando y dividiendo por 2 el segundo término

2
Lypi = kpj—1 + ———)
Dk Pr—1 + 2(k+1)pk+193

usando la afirmacion (iii) del corolario 3.2.1 en segundo término

p/]g/+1 + Q(k + 1)pk+1
2(k+1)

utilizando la afirmacién (iii) del corolario 3.2.1 en el segundo término

Lupr = kpr—1 —

(k + 1)kpr—1 + 2(k + 1)prs1

Lupr = kpr—1 —

2(k+1)

finalmente

k

Lupr = §pk71 — Pk+1

luego

2m—1 2m—1
<LUQ2m, > (mpzm 1— DPom41 + Z ck —pk 1— Z ck pk+1,x’ (2.3.9)

k=0
Tomando ¢ = 0 en (2.3.9)

2m—1 2m—1

(LuGom, 1) = (mpam—1 — pam+1 + Z Ck _pk 1— Z Ck Dk+1, 1
k=0

debido a la ortogonalidad de los polinomios de Hermite, sélo nos queda un
término cuando k£ =1 en la primera suma, es decir

2m

C
<LuQ2m7 1> - 17(]907 1> =0

por lo tanto
Am=0, m=12,.. (2.3.10)

Seam >1yseNtal que 0 < 2s < 2m — 1y tomemos i = 2s entonces de
(2.3.9)

2m—1

k
<Luq2myx28> = <mp2m—l — Po2m+1 + Z sz[_

2pk—l - pk-‘rl]a 1’25>-
k=0
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Por la ortogonalidad de los polinomios de Hermite, nos quedan dos términos
cuando k = 2s 4+ 1 en la primera suma y cuando k = 2s — 1 en la segunda
suma

S 28 + 1 S m S
<LuQQmax2 > - T 2s+1<p25> 2 > - 035_1@9257952 > =0
de donde se infiere
2

2m 2m

Cst1 = 57 1 €251
de esta tltima relacién y de (2.3.10) se deduce
025+1—0 s=1,...,m—1

Observemos que (2.3.10) y la tltima afirmacién significan que los coeficientes
impares de ga,, son cero.

Supongamos que m > 1y s € N tal que 0 < 25+ 1 < 2m — 1 y tomemos
i=2s+1en (2.3.9) de modo que

2m—1 2m—1

<Lu(J2m,$2SH> = (MpPam-1 — Dam+1 + Z Ck _pk 1— Z Ck Pkt1, T s+1>
k=0

Por la ortogonalidad de los polinomios de Hermite se tienen dos términos
cuando k = 2s+ 2 en la primera suma y cuando k£ = 2s en la segunda suma,
asi

25+1> _ om 252 2s+1>

2s+1\ __
= CQs+2—2 (D2st1, ) =0

2m
(LuGom, © — o (Posi1, @

luego
C%;n_ (S+1)CQS+2 SZO,...,m—2,

Ahora bien, supongamos que m > 1y tomemos i = 2m — 1 en (2.3.9)

2m—1 2m—1
(Luom, @) = (mpam-—1 — pomsr + Y & —pk |- Z AP, £,
k=0
luego
(LuGom, ©°" ) = m{pam—1, 2" 7) = 5o (pam—1, 27" 71) =0



24

se sigue

2m
Copp_o = M.

Finalmente tenemos:

]- Dom
—)'me 2 + ]

1 1
=m) — —
G2m m[po+1!p2+2!p2+ +( 7

por lo tanto

Q2m = m! Z 'p2n

Por otro lado, procedamos a calcular los coeficientes de los polinomios anti-
ortogonales de grado impar, esos calculos seran semejantes a los anteriores,
por eso no pondremos todos los pasos. Entonces

<Luq2m+17 xz> = <qgm+1 — Qom+17, xz>

2m
= (Pomi1 + Z 2Pl — Pamr — Z " ppa, )
k=0
reordenando los términos
2m
<Luq2m+17 > <p2m+1 Pom4+1T + Z amt [p - pkxi| >
k=0
por los calculos hechos para L,p, se tiene
i 2m+1 omi1k o om-+1 i
(Lugom+1,2") = 5 Pam p2m+2+z §Pk—1—z Cp  DPk+1,T ) =0
k=0 k=0 ( )
2.3.11
Tomando ¢ = 0 en (2.3.11) se obtiene
2m + 1 2m+1 m+1
<Luq2m+1a 1> = < 9 Pom — p2m+2‘|‘20 k—1 _ch pk+17 =0

k=0

Debido a la ortogonalidad de los polinomios de Hermite se tiene sélo un
término cuando k£ = 1 en la primera suma entonces:

1
<Luq2m+17 1> - 2 2m+1<p07 1> 07
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se sigue

A™l =0, m=12.. (2.3.12)

Supongamos que m > 1y s € N tal que 0 < 2s < 2m entonces tomando
i = 2s en (2.3.11) se obtiene

2m, + 1 2m ]{} 2m
<Luq2m+17 $28> = ( B p2m—p2m+2+z Cim+1§pk—1_z sz+1pk+17 5C2S> =0
k=0 k=0

luego de la ortogonalidad de los polinomios de Hermite nos quedan dos térmi-
nos cuando k = 2s+1 en la primera suma y cuando k = 2s — 1 en la segunda
suma, es decir

2541
<Luq2m+17 x28> = ngﬁilT@%a I2S> - C;;njil <p287 ‘T28> =0
se sigue
2

2m—+1 2m—+1
2s+1 28+ 102371 )

De (2.3.12) y del dltimo aserto se tiene:

2m—+1
Cer1 =0

es decir, que los coeficientes impares de gy, 11 Son cero excepto cgmﬁ

Consideremos que m > 1y s € N tal que 0 < 2s + 1 < 2m + 1 y tomemos
i =2s+1en (2.3.11) entonces

2541 2m+1 o 2m41 k = 2m+1 25+1
(LuGom+1, @ ) = 9 me_p2m+2+Z Ck, gpk—l_z C  DPk+1, % ) =0
k=0 k=0

luego de la ortogonalidad sélo nos quedan dos términos cuando k = 2s + 2
en la primera suma y cuando k = 2s en la segunda suma, de modo que

2s+1> _ omtp128+2

2s+1 2m—+1
= Cos42 2 <p23+1> X >

<Luq2m+17 X — Cos <p28+17 $2s+1> =0

por lo tanto
At = (s+ it s=0,...,m—2.
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Por tltimo, supongamos que m > 1 y tomemos ¢ = 2m — 1 en (2.3.11)

entonces
2m 2m

m— 2m + 1 m k m m—

(Lugomir, x" ) = B p2m—p2m+2+zci +1§Pk—1—z Ci o, 2 =0
k=0 k=0

luego de la ortogonalidad

- 2m m m— m m—
(LuGomyr, 2" 1) = TCgmH@szl,xQ Y = amta(pom-1, 2?7 =0
es decir

2m—+1 2m—+1
Com—2 = MCoy, -

Entonces los polinomios ¢s,,11 se pueden escribir como

2m+1 2m+1 2m+1 2m+1
Q2m+1 = p2m+1‘|'02%Jr pzm—l-mCQ%Jr p2m_2+m(m—l)027m”+ p2(m—2)+-‘-+m!02z+ Do

2m—+1

>m = 0 se obtiene

Tomando ¢

d2m+1 = P2m+1-

Procedamos a calcular ~,,, para m = 1,2... en efecto,

1
Ym = Q(q2m7 QQm—l—l) - <Luq2m7 q2m+1> - <Lu (m' Z ﬁan) 7p2m+1>
n=0

m m
1 1
Ym = (m! Z mLup2n7p2m+1> = (m! Z nl [plzn - $P2n] s Dam+1)
n=0 n=0

por el calculo hecho para L,py se tiene

m
1
Tm = (m! Z E |:np2n—1 - p2n+1] 7p2m+1>
n=0

luego, por la ortogonalidad de los polinomios de Hermite, s6lo nos queda el
término cuando n = m en el segundo término de la suma, asi

Ym = —<p2m+17p2m+1> = —||102m+1||2 [}
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Proposicién 2.3.3 El sistema anti-ortogonal

Pm+1 = P2m+1

1
n=0

es solucion de
y' —2zy' + 2m+1)y=0

y" — 2zy’ + 2my =0

respectivamente.

Demostracién. La demostracion se sigue del corolario 3.2.1 y del teorema
anterior Wl

2.4. Sistemas anti-ortogonales en [*(R)

En esta seccién calcularemos sistemas anti-ortogonales en el espacio I2(R),
construyendo operadores anti-simétricos y utilizando un conjunto numerable
ortogonal que a su vez es una base de [?(R).

Sea H = [*(R) y tomemos el conjunto linealmente independiente {ey, ..., €;, ... }
en H tal que ¢; = (0,...,1;11,0,...) y

01 0 0
10 0 0
A—| 0 0 0 1
0 0 -1 0

Siz,y € Hsonux = (17071:1’---71722"1'%—&-17m) Yy = (yanlw“uy%)yQi—Ha"')
entonces

<A'I7 y> = <(I’1, —ZL0, -y L2441, —T2i, )7 (y07 Yty -5 Y2i5 Y2i+1, )>
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= T1Yo — ToY1 + ... + T2ir1Y2i — T2iY2i+1 + -

Por otro lado tenemos:

(x,Ay) = ((I0,$17$2~~~7$2m$2z’+1, ), (ylu —Yo, -+ Y2i+15 — Y24, )>

= —[1y0 — Toy1 + ... + T2ip 12 — TaiYpiv1 + .| = —(Az,y),
es decir (Az,y) = (x, —Ay) para todo x,y € I*(R), esto prueba que A* = —A.
Para este operador A tenemos el siguiente teorema:

Teorema 2.4.1 Sea Q(x,y) = (Ax,y) para todo x,y € [*(R). Entonces un
sistema anti-ortogonal con respecto a §) es:

1
__ 2n _ 2n+1
han = Cyp€an, hony1 = 3, €an — 2n €an+1
2n

paran=0,1,2..; 3" £0yc)=1.
Demostracién. Proponemos a hg, y ho,iq1 como siguen:
2 2 2 2n+1 2n+1 2n+1
hon = cgeg+cy"e1+...+Conean, hont1 = cg'Heg+" Trer oo T ean
_l’_

Tomemos hy = ey. Ahora bien, con ayuda del lema 2.1.8 en el caso que la
sucesion es {v, = 1}>°,, debemos tener:

Q(eo,hl) = <A60,h1> =1.

En vista que (Aeg, hy) = ((0,—1,0,...), (¢}, 1,0, ...)) = —c}, las expresiones
de hg y h; son las siguientes:

ho = e, hy = c(l)eo —ey.
Consideremos que n > 1. De nuevo por el lema 2.1.8 debemos tener:
(Ahgy,,e;) =0, 1=0,1,....2n — 1. (2.4.1)
Sis € Nestal que 0 < 2s <2n — 1y tomemos i = 2s en (2.4.1) entonces
(Ahon, e2s) = (e}, =g, ooy Comiyy — oy oy 0, =m0, ..., (0, .oy Tog g, o)) = 0
donde c§§+1 estd en el lugar 2s + 1y —c3" esté en el lugar 2s + 2. Luego,

(Ahgy, €25) = a1 = 0, s=0,1,2,..,n — 1. (2.4.2)
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Supongamos que s € N tal que 0 < 2s+1 < 2n—1 y tomemos ¢ = 25+ 1 en
(2.4.1) de (2.4.2) resulta:

(Ahay, €2511) = ((0,—cg", ..., 0, —c2, ..., 0, —com, 0, ...), (0, ..y 1ogia, ...)) = 0,
puesto que —c3" estd en el lugar 2s + 2 se deduce:
aar=0, s=0,1,2...,n—1. (2.4.3)
En definitiva de los resultados de (2.4.2) y (2.4.3) se tiene:
Ry = c3eon, n=20,1,2,...
Analogamente, por el lema 2.1.8 debemos tener:
(Ahopi1,€i) =0, 1=0,1,2,...,2n — 1. (2.4.4)

Si s € Nes tal que 0 < 2s < 2n — 1 y tomamos i = 2s en (2.4.4) entonces:

_ 2n+1 2n+1 2n+1 2n+1 2n+1 2n+1 _
<Ah2n+l,625> — <(Cl 7_00 7"'7628+1’_625 ,702n+1,_62n ,07...)7625> — 0

donde c§§+1 estd en el lugar 2s + 1y —c3" esté en el lugar 2s + 2. Luego,
(Ahgy i1, €25) = il =0, s=0,1,2,...,n—1. (2.4.5)

Consideremos que s € N tal que 0 < 2s+ 1 < 2n — 1 y tomemos ¢ = 2s + 1
en (2.4.4) de (2.4.5) resulta:

. 2n—+1 2n+1 2n+1 2n—+1 _
(Ahgnit,eas1) = (0, =", ..., 0, =50, o Comiys —Con 40, ...), €2541) = 0,

puesto que —c3 ! estd en el lugar 2s + 2 se deduce:

=0,  5=0,1,2,...,n— 1. (2.4.6)

En consecuencia de los resultados de (2.4.5) y (2.4.6) se tiene:

+

_ 2n+1 2n+1 —
h2n+1 = Cy, €E2n + Con+1€2n+1 n = O, 1, 2,

De nuevo por lema 2.1.8 tenemos:

(Ahgy, hani1) = {(0,...,0, =5, 0,...), (0, ..., 0, o 30 41,0,..)) = 1,
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puesto que —c3" y cgﬁﬂ estan en el lugar 2n + 2 se infiere:
. 2n 2n+1
(Ahgn, hony1) = —capconiy = 1,
se sigue:
oms1 1L
Cont1 = ~ -
Con
De manera que:
1
_ 2n+1
hony1 = 3" €an — —on €2n+1- u
Con

Veamos ahora un operador anti-simétrico mas general que el anterior y cal-
culemos el sistema anti-ortogonal utilizando el mismo conjunto ortogonal.

Tomemos H = [*(R) y el conjunto linealmente independiente {eg, €1, €3, ...}
en H tal que e; = (0,...,1;11,0,..). Sea

0 bo 0 0
—by O by 0
B = 0 —bl 0 b2
0 0 —by O
Sea x,y € H tal que = = (20,21, .., Tn,-) Y Y = (Y0, Y1, -+ Yn, ---), €ntonces
<B£C, y> = <(b0£C1, —bol'o—i-bliCQ, ceey —bnxn—l—bnﬂan, ), (yo, Y1y -5 Yn, yn+1)>
observemos que —b,x, + b, 11Tp12 V Yny1 estan en la posicion n 4 2 se sigue
(Bx,y) = box1yo—boToy1+ . AbnTri1Yn—bnTnYni1H0n 1101 2Unt1—bni 1Tn s 1Yns2-

Por otro lado

(x, By) = (w0, 21, .., Ty Trg1---)5 (boy1, —boYo+b1y2, s =bp¥Yn+bpt1Ynta, -.))

se sigue
<33‘, By> = _[bOyOl'l_b0$0y1+---_bnyn+1xn+bnynxn+l_bn+1yn+2xn+l+bn+1yn+1$n+2+--.]
De aqui se deduce que (Bx,y) = —(z, By); asi, B es un operador anti-

simétrico.
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Teorema 2.4.2 Sean {b,}>°, una sucesion de nimeros reales tal que by, # 0
) [b2nb2n—2 - (me—1>2:| 7é 0 paran = 07 1a 27 e Y Q(ZB,y) = <B$7 y> para todo
z,y € I*(R). Entonces un sistema anti-ortogonal con respecto a S es:

b bibs...b

2m 2m—1 2m 103...02m—1 9,

hgm = Co,€2m + T C9€2m—2 + ...+ WC%YLS()
0v2...U2m—2

b2m—2

+1 blb3'--b2m—1 o2m—+1

me 1
—L 2m—+1
€2m+ sz €2m_2+...—|—

_ om+l 2m
h2m+l = Comi1€2m+11Copy bobo. b om €0
2m—2 002...02m—2
Demostracion. Denotemos a
_ 2m 2m 2m _ 2m+1 2m—+1 2m—+1
hgm = Cy 60—|—C1 61+...+02m62m, h2m+1 =C( €0+Cl 61+---+02m+1€2m+1-
Tomemos hy = ey. Utilizando el lema 2.1.8 en el caso que {v, = 1}>2,
tenemos que:
<A60, h1> = 1.

Debido a que (Aeg, hi) = ((0,—bo,0,...), (¢}, c1,0,...) = —boc] = 7o, las ex-
presiones de hg y hy son:

1
h[):e(], hl :cé——el.
bo
De nuevo por el lema 2.1.8 debemos tener:
(Bhop,e;) =0 1=20,1,...,2m — 1. (2.4.7)

Haciendo el andlisis para i = 0 en (2.4.7) tenemos:
(Bhan, €0) = ((boci™, ...), (1,0, ...)) = boci™ = 0,
puesto que by # 0 entonces
™ =0, m=1,.. (2.4.8)

Supongamos que m > 1y s € N tal que 0 < 2s < 2m — 1 y tomemos i = 2s
en (2.4.7) de (2.4.7) y (2.4.8) se obtiene:

<Bh2m, 623> = <(0, —bol’o-'-bll’z, cery —bgs,lcgil—i—bgscgﬁl, ), (0, ceuy 125+1, 0, ))
como —bos_1637 1 + basc3 , estd en el lugar 2s + 1, se sigue

(Bhap, e2s) = —b23—1032n_1 + bzscégl =0 s=1,2,....m—1,
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luego
bos—
cam = %ng_l s=1,2,...,m—1.
Puesto que ¢2™ = 0 para m = 1, ..., se sigue del tltimo resultado
=0, s=12,..,m—1. (2.4.9)

Supongamos que m > 1y s € N tal que 0 < 2s +1 < 2m — 1 y tomemos
i=2s+1en (2.4.7), de (2.4.7)-(2.4.9) resulta:

<Bh2m, 625+1> == <(0, ceey —bgscggn + bQS_HCgZ_L’_Q, ), (0, ceey 123+1, O, )>

ya que —bo, 37" 4 bas 1037, estd en el lugar 2s + 1, se sigue

2m 2m
<Bh2m7 625+1> = _b28025 + bzs+1025+2 =0
luego
b
2m __ Y2s+1 om .
28 - b 628+27 8—0’1,...7m_1.
2s

Ahora bien, tomemos ¢ = 2m — 1 en (2.4.7), entonces de (2.4.7)-(2.4.9) se
infiere

<Bh2m7 62m—1> = <(07 LS _b2m—203$72 + me—lcgga )7 (07 ) 12m7 07 )>7
debido que —byy, 23" o + by, _1¢3™ estd en el lugar 2m se infiere
—bom—aCom 5 + bam_10om =0

ya que by, o # 0 se obtiene

b
2m _ 2m—-1 om _
Com—2 = 3 Coam para m=1,2,...
2m—2
Finalmente tenemos:
2m b2m71 2m b1b3---b2m71 2m

hgm = Cy€2m + Com€2m—2 + ...+

(€
2m 0
b2m—2 bObZ---b2m—2

Anélogamente, por el lema 2.1.8 debemos tener:

(Bhoma1,e:) =0  i=0,..,2m — 1. (2.4.10)
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Haciendo el analisis para i = 0 en (2.4.10) se sigue
(Bhoms1, €0) = {(boci™ ", ...),(1,0,...)) = boci™ =0,
puesto que by # 0 se sigue
=0, m=12.. (2.4.11)

C

Sis € Nestal que 0 < 2s < 2m—1y tomemos i = 2s en (2.4.10),de (2.4.10)
y (2.4.11) se infiere:

<Bh2m+1> 625) = <(0; b25 1025 + bZchgf:i17 )a (Oa g) 125-{—1’ 07 )> =0
puesto que —by,_ 1025 Ly 625032:51 estd en el lugar 2s + 1 se sigue
<Bh2m+17 623> - b25 102 i + b25 ggﬁl - 07

como bys # 0 se obtiene

bos—
ngi&l = 251 giﬁa 821’2, ,m—l
b23
De (2.4.11) y del dltimo resultado se sigue
artl=0,  s=0,1,2,..,n—1. (2.4.12)

Por otro lado, supongamos que m > 1y se Ntalque 0 <2s+1<2m —1
y tomemos i = 25 + 1 en (2.4.10), entonces de (2.4.10)-(2.4.12) se sigue

<Bh2m+1a 625+1> = <(O b?sczs m + st+1C§;T517 )7 (07 x3) 12s+27 0, >> =0
debido a que —623032”1 +bgs+1c§::f51 se encuentra en el lugar 2s+2 se obtiene
(Bhomi1, €9541) = —bascar ™ + bzsﬂchfgl =0

ya que bys # 0 se infiere

b

om+1 _ Y2s+1 om+41 _

2s - b 6254—2 ’ § = 07 17
2s

Finalmente suponiendo m > 1 y tomando i = 2m — 1 en (2.4.10) se obtiene

<Bh2m+1, sz_1> = <(0, ceey —bQW_QC%mté—l—bgm_ngm—i_l, ), (0, ceey 12m7 0, )) =0
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como —bap—_oCam 3 + bypp_1ca™ ! esté en el lugar 2m se sigue
2m—+1 2m—+1
—bom—2Com o 4 bop_1¢5 " =0
luego
2me1 _ bamet o
2m-2 = 3 2m
2m—2
En definitiva:
b b1bs...b
_ 2m+l 2m—+1 2m—1 2m+1 103-..-02m—1 9m+1
homi1 = Comy1€om41+Com ' Com+ Com  €2m—2+ ...t 7—F———C," €p.
bom—2 boba...bam—2
En vista que
Q(q2m7 QQm+1) =1
se tiene
b bi1bs...b
2m 2m—1 9m 103...02m—1 2m
Q(g2m, Gom+1) = (Comeam + T Com€2m—2 + ... + bbb m€0;
2m—2 002...02im—2
2m+1 2m+1 2m—1 2m+1 blbg ..bgm,1 om+1
Com+1€2m41 T Co - C2m 17— Cop - Com—p o Ty T Gy €o)
2m—2 002...02m—2
luego
b b1bs...b
2m 2m—1 2m 1V3---U2m—1 om
Q(q2m7 q2m+1) - (02m62m + b Com€a2m—2 + + bob b Com €0,
2m—2 002...02m—2
2m—+1 2m+1
Com41€2m+1 T Copp €am)
b1b3...bam 1 b
. —1 2m 2m—1 2m
Q(q2m7QQm+1) - <B(b b b 2my b 2m70 C2m7 PERE )>7
002...02/m—2 2m—2
2m+1 2m+1
(0,...,0,com ™, cami1, 0, ...
b2m 1
. 2m 2m+1 2m—+1
Q(Q2m,Q2m+1) = <(0; e —b2m—1m02m+bzmcgm, ). ) (0 50,65 62m+1>07
m
bom— ,
uesto que —boy,— 1 22=L 2" by, 27 v (2™ estdn en el lugar 2m+1 entonces
bom—_o 2m 2m 2m
_
Q o b me 1 2m b 2m 2m+1 __ 1
(QZma q2m+1) — — U2m— 1b + 2m62m62m —
2m—2
por lo tanto
2mtl 1
2m bam—1
—bgm 17— Bam CQm + meC

Asi hemos probado el teorema (2.4.4) B



Capitulo 3

Polinomios anti-ortogonales con
respecto a los polinomios de

Charlier

La meta de este capitulo es construir sistemas anti-ortogonales en térmi-
nos de los polinomios de Charlier. Para esto, usaremos los operadores lineales
Ay V y sus propiedades dadas en la seccion 1.3 del primer capitulo.

3.1. El operador anti-simétrico L.

En esta seccién construiremos un operador anti-simétrico apartir de un
funcional bilineal anti-simétrico en el caso especifico de la funcién de peso

que es debida a la distribucién de Poisson.

Construyamos un funcional como sigue:

Q(f,9) =(Af,9) — ([, Ag).

Es claro que Q(f, g) = —(g, f). Ademas (2 es lineal en el primer argumento,
en efecto,

QOf +ch,g) = (Abf 4+ ch),g) — (bf + ch, Ag)
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donde f,g,h € Lf, y b, c € R. Utilizando la linealidad de A se deduce
QS + ch,g) = b(ASf, g) + c(Dh,g) = b(f, Ag) — c(h, Ag)
es decir;

Qbf +ch, g) = b(Af, g) — (f, Dg)] + c[(Ah, g) — (h, Ag)]
por lo tanto
Q(bf +ch,g) =bQf, g) + Qh, g).

Por el lema 2.1.2 se sigue que €2 es lineal en el segundo argumento. Por lo
tanto, €2 es un funcional bilineal anti-simétrico.

En el caso concreto cuando la funcién de peso p es:

p(k> = 67GH7

Construiremos explicitamente un operador L. antisimétrico, tal que Q(f, g) =
(L.f, g), en efecto,

Qf,9) =(Af,g9)—(f, Dg)

Qf.9) = (fle+1),9(x)) = (f(2),9(x)) + (f(x),9(x)) — (f(), g(= 4{311»1)

Haciendo A = (f(x+1),g9(z))—(f(z), g(x))+{f(x),g(x)) (3.1.1) se convierte

Af.g) = A=e Y S fR)glk+1)

tomando ¢ = k + 1, se tiene:

0f.0) = A= 30 = gli) = A== D 5 (i = gl

De este tltimo resultado se deduce que:

Q(f,9) = (Lef, 9)

donde definimos
Lef(x) = Af(x) + Af(x)

con Af(z) = f(x) — 2 f(x —1). Observemos que ignoramos que L. sea aco-

tado; por lo tanto el teorema de Lax-Milgran no se aplica en este caso.
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Proposicién 3.1.1 El operador L. es anti-simétrico.

Demostraciéon. Sean f,g € Lz entonces

0 k—1

(Lef9) = (B+M)],9) = (30 70 U4 Vg (k)= 3 o5y (k= 1)g (k)

Por otro lado tenemos
(f,=Leg) = =(f. Leg) = —(f(@), g(x +1) = g(a)) = (f(x). g(x) = gl = 1)).

oo _
akl

— e Z SFR)g(k+1) + e Z G etk =1

haciendo un cambio de variable para ¢ = k+1 en la primera sumay i = k—1
en la segunda suma se obtiene:

S | o i
a a . . w
(f,—Leg) = —¢ ; o/~ Dali) e :21 i (g
luego
(- Leg) =~ 30 s F = gl + e 1+ 1))
’ —~ (i —1)! 20!
de donde
(Lef,g9) = {fi—Leg). W
En seguida veamos que los todos los momentos de p(k) = e‘“% son finitos,
es decir;
00 - ak
D e "k < 00 (3.1.2)
k=0

En el caso concreto que m = 0 en (3.1.2) resulta:

k
—q@ -
g e'—=e %" =1
k!
k

00
=0

Supongamos que (3.1.2) es cierto para toda n < m, es decir;

—a n
E e T k" < o0

k=0
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probemos que (3.1.2) es valido para m + 1, en efecto,

= ab = a®
D ekt =2 e Tk
k=0 k=1

haciendo 1 = k — 1,

= db X ait
E e Ek = E e (i+1)
k= i=0

0

por el teorema del binomio tenemos que

0o k o] ;i m | m | 0 7
—aa_ m+1 —aa_ m: o m: [ _aa_ ]:|
;e rl _“;G i!;j!(m—j)!l_a;:;j!(m—j)! ;6 ik

este 1ltimo resultado prueba por induccion completa que los momentos son
finitos.

3.2. Polinomios discretos ortogonales de Char-
lier

Definicién 3.2.1 Para a > 0 y x € N los polinomios discretos de Charlier

son:
z!

u n!
(@) = kz:% =) @ —mi ¢

)n—k

Las relaciones discretas de ortogonalidad que satisfacen los polinomios de
Charlier son:

(e (@), ) (1)) = Y e Sl ()l () = a"nlbn, (323)
poars z!
(9 (2, 27) =0, i=0,1,..,n—1. (3.2.4)

Los resultados anteriores y la siguiente proposicion se puede encontrar en J.
Arvest, et al. [8] y T. M. Dunster , et al.[13].
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Proposicién 3.2.2 Los polinomios de Charlier cumplen con las siguientes
propiedades:

(1) Aci(w) = nc® (z)
(2) wci? () = )y (2) + (n+ a)ei” (2) + ancl?, ()

(3) AV (2) + (a — 2) A (z) + nel (z) = 0

3.3. Polinomios anti-ortogonales de Charlier

Teorema 3.3.1 Sea )(f,g) = (L.f,g) para todo f,g € Li. Entonces una fa-
milia de polinomios anti-ortogonales en términos de los polinomios de Char-
lier y con respecto al operador €2 es:

S CCRR | a
Gom = 2"a™"m! Z 2nann,c§i§)(m’), Qom+41 = an)zﬂ(x)-
n=0 )

ademas
_ 2
Ym = _EHCZerlH .
Demostracién. Sean
2m—1
2m (a) 2m+1
dom E bk Ck; 7 2m+1 = sz+1 ‘f‘E b

nuestra propuesta de polinomios anti-ortogonales, donde bim y bimH son

constantes a determinar. De la expresion de ¢s,, cuando m = 0, se tiene
go = 1y de la expresién de g1 1 cuando m = 0 resulta g; = ¢§(x) + bj. Con
ayuda del lema 2.1.8 calculemos b} y 7o, entonces debemos tener:

(L1, c§“) (z) + b)) =
en consecuencia
(L, el (2)) = (A1 + AL & (2) + bb) = 703
pero Al =0, de modo que

(Lol (@) = (1= =" (&) + b)) = 0



luego
a x a x
(Lel, () = (L,b) — (= " (2)) = (. b5) = 0.
puesto que (1, ¢\ (z)) = 0.

En vista que:

k k —1 i
T I\ _ _—a a k 1 _ —a a k 1 _ —a a 1 _ —a a
<a,b0>—€ - Egbo—e - lyabo—e ;—(k_l)'bo—e Zﬁbo

aqui i = k — 1, se sigue de (3.3.5) que b} es arbitrario y

0= (0,7 @) = ~(,d7(@) - (~a,¢{())

a
luego

. ]' all2
%0 = —= I
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(3.3.5)

puesto que ¢f(z) =z —a 'y *(—a,c¢{(x)) = 0. Ahora bien, como bj es arbi-

trario, tomemos b} = 0, por lo tanto

¢ =" ().

Supongamos que m > 1. De nuevo por el lema 2.1.8 tenemos:

(LeGom, 2"y =0  i=0,1,...,2m — 1,

luego

2m—1 2m—1

(LeGom, @) = (Acho () + Z bzmAck )+ A (z) + Z bim/\c,(f)(x),:ci)

k=0

de la referencia (1) de la proposicién (3.2.2) y de la definicién de A se obtiene

2m—1

(LeGom, 7'y = (2mcs) (z) + k Z b Ck 1 () + 5o

(), )
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2m—1 2m 1

a x m (a %
k=0

Con el fin de tener los polinomios de Charher solo en la variable z y no en
x — 1, hagamos los siguientes célculos (ver 1.3.2) para todo k:

VAC](CG) () = cgl) (r+1)— 20,(5) () + c,(ca) (x —1);
despejando ) (z — 1)
c,(fa)(x—l) = VAC](:)(I)—C](:) (:U—|—1)+2c,(:) (x) = VAc,ia)(x)—Ac,(:) (x)+c,(€a) (x).
Ahora bien,
xc(a)(x —-1)= VALY (x) — A () + IC(a)< ),
k = k k
Utilizando la afirmacién (3) de la proposicién 3.2.2 se sigue,
@ 1\ — _(y (a) _ 1..(a) _ (a) (a)
v (x—1) = —(a— 2) A (x) — ke (x) — D) (2) + 2 ();
reduciendo términos
2 (z — 1) = —aAd” (z) — k™ (z) + 2 (2),
y de la afirmacién (2) de la proposicién 3.2.2 se sigue
2 (@ — 1) = —aAd (z) — k() + c,(;le( )+ (k + a)d (z) + akc™, (z).
Luego de la afirmacién (1) de la proposicién 3.2.2
we?) (= 1) = —ake?, (2) — ke (0) + A (@) + (k + @) (2) + akey?, (),
y finalmente se tiene:
r(x = 1) = ac” (1) + ¢, (2).

Entonces

2m—1 2m—1

(LeGom, ') = <2m02m () +E Z bime (a —i—ch Z bimc,(fa) ), ")



42

2m—1 2m 1
1 a a m (a
o (@) — (@) = D 0 ——§j¥ 6 (@), 2')
k=0
y finalmente:
2m—1

(LeGom, =) = <2m02m (@) +k Z bimcz(f ((2),27)

2m—1

—1 1 - Z,
(@) = = 7 Bl (@),2%) = 0 (3.3.6)
k=0

parai = 0,1,...,2m — 1. Haciendo el analisis para ¢ = 0 en (3.3.6) se obtiene:

2m—1

<LCQZma 1> <2mc2m 1 + k Z bimcl(ca 1 >

2m—1
-1 a 1 m (a
(@) = = Y B (2),1) =0
k=0
Por la ortogonalidad de los polinomios de Charlier, sélo nos queda en la
primera suma el término cuando k = 1, entonces

(Leom, 1) = 2"(cf"(2),1) =0 m=1,2, ..,
y puesto que (¢! (z),1) # 0 se tiene
b = 0.

Ahora bien, sean m > 1y s € N tal que 0 < 2s < 2m — 1; luego haciendo el
andlisis para ¢ = 2s en (3.3.6) se infiere:

2m—1
<LCQZm> % > <2mc2m 1 + k Z bimcl(ca 1 >
1 1 2m—1
(@) = = D 0" (0),2%) = 0.

k=0
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Debido a la relacion de ortogonalidad de los polinomios de Charlier, sélo
nos quedan dos términos, cuando k = 2s + 1 en la primera suma y cuando
k =2s — 1 en la segunda suma, asi tenemos la expresion siguiente:

1 a s
(Leom, 2 = (25 + DB 0%, 2%) = — (B350 (2), 2%) = 0.

Puesto que (¢S (x),22%) # 0 tenemos la siguiente relacién para los coefi-
cientes impares

m 1 m
bgerl = mbgs,l s=1,...m—1

de esta tltima relacion se deduce que
b28+1 8:1,,m_1

puesto que b¥™ = 0. Supongamos que m > 1y s € Nes tal que 0 < 2s+1 <
2m — 1 entonces tomando i = 2s + 1 en (3.3.6)

2m—1
(Lot 2 1) = @meS () +k Y Bl (2), %)

2m1

-1
+(— p sz+1 - Z me a2t =0

De la ortogonalidad de los pohnormos de Charlier, nos quedan dos términos,
cuando k£ = 2s + 2 en primera suma y cuando k = 2s en la segunda suma;
asi tenemos que:

(Lo, 72H) = {(25 + DB ey, a2H) — (BT, 22 = 0.
Por lo tanto la relacion entre los coeficientes pares es:
b3t =2a(s+ b3,y  s=0,1,..m—2 m>L1 (3.3.7)

Supongamos que m > 1 y hagamos el andlisis cuando i = 2m — 1 en (3.3.6)
entonces:

2m—1
(Leom, 2™ 1) = (2mes _ (x +ksz’”c§:1 ,amhy
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2m—1
-1 (4 1 o _
+<702n);,+1($) - Z bl (x), 22" 71) = 0
k=0

Teniendo en cuenta la ortogonalidad de los polinomios de Charlier nos queda:

a 1 a —
(Letom, a1 = (2mes, (2), 2 71) = — {050y (x),2°" 1) =0

luego,
b3, = 2am. (3.3.8)

Puesto que los coeficientes impares se anulan, de (3.3.7) y (3.3.8) se sigue:

Qo = cg:i(x)+2amcgc(b27%1)(x)+22a2m(m— 1)022%2) (x)+...+2mamm!c(()a) (x),

que se puede escribir como:

c
2ngnpl ™

1
Qom = 2™a"™m! Z @ (z).
n=0

Calculemos ahora los coeficientes para los polinomios anti-ortogonales im-
pares en efecto;

<ch2m+laxi> =0 i:O,l,...,Zm— 1.
Entonces
2m 2m
(LeGami1, 7') = (Acki oy (2)+> 07" A () +Ackh 1 (2)+) b Al (), 27)
k=0 k=0

de la afirmacién (1) de la proposicién 3.2.2 y de la definicién de A se sigue
ahora

2m
(Leom, ') = ((2m + 1)ch (x) + sy (x) + & Y b7 e, (), 27)
k=0

2m 2m

m a T m a T (a i
O R (@) = Y RN (@ 1) = e (e - 1))
k=0 k=0
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y sustituyendo a c,(:) (x—1)ya cg;)lﬂ(x - 1)

(Le@omi, @) = ((2m + 1)eso (x) + &2 ( +k2b2m“ck1 )

2m
m m 1 m a a 1 a i
262 e ZbQ e @)= SR ()~ (1)~ e (), )
k=0

reduc1endo términos

(Lo, 2%) = {(2mA 1))~ ool +Z R el ()= 42 ()] ).
Finalmente:
(Lo 2y = {(2m + 1)l (1) — i (), )
N g (@) L ()
+O b ke (z) - —ch(@)]x N =0 (3.3.9)

para i = 1,..,2m — 1. Haciendo el andlisis para i = 0 en (3.3.9) se obtiene:
() 1 @
(LeGem+1, 1) = ((2m + 1)y, () — 562m+2< z),1)

2m
m a 1 a
O R ke (1) — —dlli (@), 1) = 0;
k=0

de la ortogonalidad de los polinomios de Charlier, se sigue
(Legams, 1) = (07" (2),1) = 0;

luego,
bt = 0. (3.3.10)

Ahora bien, seam > 1y s € N tal que 0 < 2s < 2m — 1, haciendo el analisis
para i = 2s en (3.3.9) se deduce:

a 1CL S
(L1, %) = (2m + Desp (@) = ~c) (), 2*)
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2m
m a 1 a s
OB ke, (@) — el (@), 2%) =0
k=0

debido a la ortogonalidad de los polinomios de Charlier, nos quedan dos
términos, cuando k = 2s + 1 en la primera suma y £ = 2s — 1 en la segunda
suma; es decir:

a s 1 m a S
(Leam1, %) = (25 + DTG (@), 2%) = (B304 (), 2%) =0,

luego
1
b2m+1 — b2m+1
2s+1 (Z(QS + 1) 2s—1 >

De esta tltima relacién y de (3.3.10) se deduce

2m+1
b23+1 - 07

s=1,...,m—1 (3.3.11)

Seanm >1ys e Ntal que 0 < 2s+1 < 2m — 1 y tomemos ¢ = 2s + 1
(3.3.9) se sigue:

a 1 a s
(Leamir, @) = (2m+ e (@) =~ (@), 2> )
2m 1
FQ B ke, (@) — e (@) ) =0
k=0

De la ortogonalidad de los polinomios de Charlier nos quedan dos términos,
cuando £ = 2(s + 1) en la primera suma y cuando k = 2s en la segunda
suma, es decir;

(Lo, 771) = (s A DB (), 227 L (1l (), 22) = 0
resulta que:

oo™t =2a(s + 1) s=0,1,..,m =2  m>1 (3.3.12)
Ahora bien, cuando i = 2m — 1 en (3.3.9) se tiene:

- a l @ m—
(Leamr, #*") = {(2m + D) (@) = — i pa(2), 2 7)
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2m

m a 1 a m—
OB ke (@) = et (@), ) = 0
k=0
De la ortogonalidad de los polinomios de Charlier nos quedan dos términos,
cuando k = 2m en la primera suma y cuando k£ = 2m — 2 en la segunda
suma; entonces:

(e, 221} = (@) (o), 22 == (Al (), 227 ) =,

de donde resulta:
b2m+

5 = 2amby" (3.3.13)
Entonces de (3.3.10)-(3.3.13) se sigue:

Qom+1 = Cg?’r)z—i—l( ) b2m+102m( )+2amb2m+102nl 2( )+ 42Mq mm|b2m+1 (a)(x)

y tomando b3t = 0 se obtiene:
Q2m+1 = Cgﬁ?ﬁl(m)-
Por otra parte, calculemos 7, para m = 1,2, ..., entonces

Ym = Q(Qva q2m+1) - <ch2m7 q2m+1> - <Aq2m + Aq2ma q2m+1>;

luego

T = <A(2mamm'22n TREHE >)+A(2mamm'z (@), (@));

2ngnn 2

por la linealidad de A y A se sigue

m _m < ]‘ a m _.m = 1 a a
= {270l Y S A @)+ (270 Y e A () ) i (@)
n=0 ' n=0 ’

por la definicién de A y A se sigue

m _m - 1 a a
Y = (2R Y s (2), e (1))
n=0 ’

m_m — 1 a Lom m - a @
+(2™a mlz ! )(x)—EQ a m!z , gn)<'r_1) anlﬂ(x))

ongnp! 2" 2nann,
=0 : =0
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Luego

m . m - 1 a m o_.m @ 1 a a
Y = (2R Y o) () + 2 ml Y o) (1), e ()
n=0 ) n=0 ’

m _m - 1 a 1 a -
—(2™a m!z gl [an)(x) + Ecén)+1($)}acgn)m+1(m)>5
n=0 )

y de la ortogonalidad de los polinomios de Charlier se sigue
1 a a
i = == (o (2, €1 (2),
es decir;

1 (a) 2
" = —— . [ |
Y a||62m+1”



Capitulo 4

Polinomios anti-ortogonales con
respecto a los polinomios de
Meixner

4.1. El operador anti-simétrico L,

En seguida construiremos un operador anti-simétrico en L2 en el caso

concreto de la funcién de peso p(k) = & (7). a partir de un funcional bili-
neal anti-simétrico .

Sean f,g € Lf, y €2 como sigue:

Qf.9)=(Jf.9)—(f.Jg)
donde Jf(x) = %f(a: —1). Es claro que J es un operador lineal y €2 un fun-
cional bilineal tal que Q(f, g) = —Q(g, f).

Ahora construyamos a partir de este funcional un operador anti-simétrico
en el espacio L. En efecto,

(f,9) = (Jf.9) = (f. Jg) = (J},9) ZB ~ )7 (s
k=0
haciendo el cambio de variable 1 = k — 1
= (i + 1 6’“
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De este ltimo resultado se infiere que

Q(f7 g) = <L’Yf7 g>7

donde por definicién

L, f(z) = gﬂx — 1) = (@ +)f(z+1).

Proposicién 4.1.1 El operador L., es anti-simétrico.

Demostraciéon. Sean f,g € LZ, entonces

(Lyf,9) = (5f(56—1) (@ +7)f(x+1),9(x))

luego

(L f.0) = Z U8 = D) T = 305+ s+ gl 0

y entonces
00 k—1 0 k
(b = 32 16 = D) 5 00 = 320+ a0
Por otra parte
(f: Lag) = (), Gole = 1) = (& + gl + 1)
se sigue
o k o k
= 3 (W = 1500k = (k-4 Rt D

haciendo los cambios de variable ¢ = £ — 1 en la primera suma e ¢ = k + 1
en la segunda suma se tiene

) 141 o] i
—Z_Zl i 1 (i+1)g >(6+ 0 (7)¢+1—;(’Y+i—1)f(i—1)g( )f_ i ()i
por lo tanto

(f, Lyg) = Zf (i +1)g(%) = (7)it1 — Zf —1)g (61 1)'(7%;

=0 ' .

luego (L~ f,g) = —(fL~g); es decir, el operador L, es anti-simétrico W.
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4.2. Polinomios ortogonales de Meixner

Definicién 4.2.1 Sean v y [ numeros reales tales que v > 0 y 0 < [ < 1.
Entonces los polinomios cldsicos de Meixner son:

MO () ( —1>Zk' ’y+k:)n w— k4 1)y (1—%)

donde n > 0.

Los dos resultados siguientes sobre los polinomios de Meixner se pueden en
contrar en J. Arvesu et al.[8] y Maria Alvarez, et al. [10]. El hecho que los
momentos con respecto a p son finitos se afirma en Arnold F. Nikiforov, et
al.[3].

Proposicion 4.2.2 Los polinomios de Meizner cumplen con la relacion tres

recurrente
M) = M )+ (ML) aggn o (P v

para toda n >0, aqui M (z) =1 y MO (2) = 0.

Proposicién 4.2.3 Sea v > 0 y 0 < B < 1. Entonces los polinomios de
Meixner satisfacen las siguientes propiedades:

(- Z D) AMED () = MO () + (T Yf 5 1>Mn'1’f) (@) (4.2.1)
EVMT(L%&)(I) = MOP) () + (%) (1=~ —n)M2D (z) (4.2.2)

4.3. Polinomios anti-ortogonales de Meixner

Teorema 4.3.1 Sea Q(f,g) = (L. f,g) para todo f,g € L2. Una familia de
polinomios anti-ortogonales en términos de los polinomios de Meizner con
respecto ) es:

273" ml(y + 1 emg) el (
X _ m M. 7,6)
Q2m< ) (ﬁ _ 1 2m Z Qnﬁnru v+ 1) 2m,2) 2n (33)
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@ (1) = M ().

a-p

=g M3, (@)1,

donde m =0,1,2..., (v + Domay = (v +1)(v +1+2)...(y + 14+ 2m — 2).

Ademdas

Demostracion. Proponemos

2m—1

@) = M () + > M ()

k=0

2m
B () = M2 () + 3 2 M0 (@),
k=0

donde d2™ y d™ ! son constantes por determinar. De la expresién de g3, ()
se deduce que gj = 1. Luego de la expresién de ¢3,,.,(x) la forma de ¢f =

M"P () +d}, calculemos d} y o con ayuda del lema 2.1.8, entonces debemos
tener:

<L"/17 QY> = "0,
de donde

X
0 = (L1, MO (z) + db) = (5= @+, M7 () + db)

- <§,MW>< ) + <§,d5> — (& +7), MO (@) = ((x + ), db)
- <§ —a, M (@) + <§,da> — (7, MO (2)) = (2 + ), db).
Puesto que (v, M7 (2)) = 0 se sigue
Yo = <§ —a, M (@) + <§,d3> — ((x +7), d}).

Ahora bien, calculemos ((x + 7), d}); entonces

00 k
((z+7), Zdo kﬁL'Y (7)k Z%%(’Y)kﬂ-
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Por otra parte tenemos que

o0 Bl

<%7d(1)> Z 05 k:' Z k:d(l]ZE('wi—H,

aqui ¢ = k — 1. Por lo tanto:

0= {5 =2, M00a)) = (52 o P @) + (F5F) (0, M0 @)

puesto que (%) (", Ml(’y’ﬁ) (x)) = 0; luego

0= (50 @+ @) = (R

3 ) (@), M (@)

es decir 15
= (=5 )1 @)

y d} es cualquier nimero real. Para fines préicticos tomaremos dj = 0 y en
1 P (’77ﬁ)
consecuencia q; = M; """ (x).

Calculemos el resto de los polinomios anti-ortogonales. Por el lema 2.1.8
debemos tener:

<L’*{q'2ym7xz> == O7
param=1,2,....yt1=0,1,...,2m — 1. Entonces
2m—1
(Lahn(w). ') = (Lo M )+ D di" L M (@), )

k=0

luego

@w%@%f%#%Mﬁm@—1%%7+@M$m@+DJ6

2m—1

T .
+E:ﬁWBMﬁm@—1%%7+@Mﬁm@+Dﬂﬂ

Para no hacer engorrosos los calculos, hagamos éstos por partes, calculando
la siguiente expresién para toda k € N. Sea

Ingﬁ@u—1ywy+@Mﬁ@@+n;
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puesto que
AMI P (@) = MY (x4 1) — M ()

VM,SY’@(:U) _ M’g%ﬂ) (z) — M}i%ﬁ) (x — 1),
se sigue
x x
8 B

multiplicando y dividiendo por k el segundo y tercer término tenemos:

="M (x) = VMO (@) = (v + ) AMO?D () = (y + 2) MY (),

2 M0 )= (2ol V)| -k [T A0 )] - )M ).

Luego de (4.2.1) y (4.2.2)

I =

MED @) = 5[0 @)+ (15) 1= 7 = DM )

T

I =
g

y+k—-1

—k[M,g%m(:c) + ( -

YMED (@)] = (o + ) M0 (@)
entonces

k k
M @) = ZM0 (@)~ (527 ) =7 = M)

T

I =
B

: (kE+v-1) ¢, :
—kM @) = R MY @) = (4 ) M (@)
reduciendo términos
1-0 : k(B +1)+ By) , 2k(k+v—1) .,
1= (=57 )M @)~ ( M )+ MO @),
8 3 31
Por otra parte, por la relacién tres recurrente tenemos que (ver proposicién
(4.2.2))

(S50 em ) = (57 ) )+ (M) v
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entonces
I — <1 gﬁ)Mé’Llﬁ)(:ﬂ) + <k(ﬁ + 1; + ﬁV))M’g%ﬁ)(x)
k(k=1479) (8 EB41) 4+ BN 08, 2R+ —1) )
—WMIH (37)—< 3 )Mk (x)+TMk 1 ()

Notese que el segundo y cuarto término se anulan, luego

1 —1 2 —1
I:< wamm@y_ﬂk =) g0 (g 4 ZHERY 1) e,

A wH (B-1) B-1 B
y de nuevo reduciendo términos
L= BY 1 008) k (+.9)
I — =M - M
(5 M @)+ Gk 7 =DM @)
Entonces
i f-1 : m ; i
<M@@x>=<(5 DG )+ 2 om oy~ DM ), )
2m—1 . k
+ Z (P o0 4 k- MY (x),2%) =0, (4.3.3)

param=1,2,...y+t=0,1,...,2m — 1.

Haciendo el analisis para i = 0 en (4.3.3) se tiene:

Lo 1) = (P D009 0y 1+ 2 o 1y 1)ME) (), 1)

B p—1
2m—1
+ Z de Mlgrlﬂ)( ) + ﬂ(k +5 = DMY(2),1) = 0;

de la ortogonahdad de los polinomios de Meixner sélo nos queda el término
cuando k£ =1 en el segundo término de la suma, es decir

d2m
(L 1) = G (M (). 1) = 0
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y puesto que ¥y >0, 0< <1y (Mé%ﬂ)(x), 1) # 0 se infiere:
b =0, m=1,2,.. (4.3.4)

Consideremos que m > 1y s € N tal que 0 < 2s < 2m — 1, haciendo el
andlisis para ¢ = 2s en (4.3.3) se deduce:

(-1
&

2m
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(Lo, 1) = (2 My (2) + o @y = DM (), )
2m—1 (ﬁ . 1)

+ Y B MY (@) + g (ke = DM (), %) = 0
k=0 s p-1

luego, de la ortogonalidad de los polinomios de Meixner sélo nos quedan dos

términos, cuando k = 2s — 1 en el primera suma y cuando k£ = 2s + 1 en la

segunda suma; por lo tanto

s m (1_/6) s s
(Lo, 2% = d2™ | (M5 (), %)

B
ragn BN a0 ) ) <0
debido a que 2s +1# 0y 25 + v # 0 ya que s € N se tiene:
d%?il = - 1)2 d3y"

B(2s +1)(2s +7) 7!

param =2,3,...y s = 1,....,m — 1. De esta tltima relacién y de (3.5.16) se
deduce que
dgﬁlzo 521’...’m_1.

Obeservemos que hasta aqui tenemos que todos los coeficientes impares de
Q2m S€ anulan.

Continuando con este analisis, supongamos que m > 1y s € N tal que
0 <2s+ 1< 2m — 1, entonces tomando i = 2s + 1 en (4.3.3) se tiene:

2m

3-1

(Lo 2> = (P 0 0y 4

Y42m» 3 (2m + y — 1)M2(7£)1(x), 22

2m—1

m (5 _ 1) ) k ) s
+ > A 5 MO () + 71 (k- DM (), 221y =0
k=0
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luego, por la ortogonalidad de los polinomios de Meixner, nos quedan dos
términos, cuando k = 2s en la primera suma y cuando k = 2s 4+ 2 en la
segunda suma, es decir

s ml_ﬁ s
(Loagn ) = 2B a0 4y g2y

5
m (25+2)2s+1+47) (5, .
i (Mg (), 2*1) = 0;
debido a que 25 +2 # 0, 25 + 1+~ # 0, (M5 (), 225+1) # 0 se tiene:
1-— 2 2)(2 1

g G-1

luego la relacion para los coeficientes pares de los polinomios anti-ortogonales
de grado par es:
208(s+1)(y+2s+1)

(6-1) ’

dam = d%g;z (4.3.5)
param=2,3,...ys=1,..m— 1.

Para el udltimo caso de este andlisis supongamos que m > 1 y tomemos
i=2m —1en (4.3.3) luego

m— (ﬁ — 1) ) 2m ) m—
(Lol ™) = (= My 2y @) 4 = (2m g = DM (o), %)
2m—1 (ﬁ . 1) k
2 B M @)+ g ek y = DM @), ) =0
k=0

como consecuencia de la ortogonalidad de los polinomios de Meixner s6lo nos
quedan el segundo término y el primer término de la suma cuando k£ = 2m—2,
es decir

= 2 Cm +y = DG (@),a* )
(1-p)
g

<L’Yq;m7 ‘r2m71>

+dZn_, (M) (), 21y = 0
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esto significa

&r_, = Qmﬁ(ém_t; ) (4.3.6)

Finalmente de (4.3.5) y (4.3.6) se infiere

26m(y+2m —1)
(6—1)?

que se puede escribir como:

7 , 278" ml (3 + Damz
B = My, (@) + My o(@) 4t =g My (@),

2m

, _ 27 B™m!(y + 1) (2m.2) “ (8 —1)> (v.8)
om () = (B —1)2m nz% 20 3rnl(y + 1) (2n,2) Mo ().

Por otro lado, calculemos los coeficientes para los polinomios anti-ortogonales
de Meixner de grado impar. De nuevo por el lema 2.1.8 debemos tener:

(L@, 2y =0  i=0,1,...2m — 1.

Entonces

2m
(L @y (), 27) = (L, MY, (2) + Y a2 L, MY (), 27);

k=0
luego
. x .
(L@ (), 27) = <5Mézﬁa (= 1) — (v + 2) My (z + 1), 2)
2m z
+> dzm+1<BM,§W> (x—1) = (v +2) M (@ + 1), 27).
k=0

Por los calculos anteriores se sabe:
1-0 k
M =)=t MO 1) = (57 ) MG @)+ 2 (k=DM (),

L
g

luego:

(B-1) M P (z) + 2m +1

(Lol ') = (G5 My (@) + - (2m 4+ 9) My (@), ')
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6 k+1 ﬁ—l

parai=1,....2m — 1.

2m
_1 k .
+ 3@ Dy )+ ey — )P @), = 0, (437)
k=0

Haciendo el analisis para i = 0 en (4.3.7) se tiene:

2m +1

’6
A (2m +~) M7 (), 1)

2m
ma1,(B—=1) 1 (8 k 8
+;;ﬁ*W—?—JQLMM+5j7%+v—DMﬁ3@%D=m
de la ortogonalidad de los polinomios de Meixner, s6lo nos queda el término
cuando k£ =1 en el segundo término de la suma, es decir
d2m+1")/
(Ly@mis 1) = ﬁ(

puestoque vy >0,0< <1y (Mé%’g)(x), 1) # 0 se deduce:

Mg (), 1) = 0;

p2mtl — m=1,2 .. 4.3.8
1 ) “y

Consideremos que m > 1y s € N tal que 0 < 2s < 2m — 1, haciendo el
analisis para ¢ = 2s en (4.3.7) se obtiene:

—1 2 1
e + 2

(L @srs ) (2m + ) My (), 2%)

2m
# Y ) @)+ ey - DM (). %) ~ 0
k=0
luego, de la ortogonalidad de los polinomios de Meixner sélo nos quedan dos
términos cuando k = 2s — 1 en el primera suma y cuando k£ = 2s + 1 en la
segunda suma; por lo tanto

s m (1_ﬂ) , s
(L@, ©2%) = d2mH]! ﬁ<Wﬁwm%

om1 (25 +1)(25 +7)

T (M @), 2%) = 0
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debido a que 2s +1# 0y 2s +v # 0 ya que s € N se tiene:

d2m+1 — (ﬂ — 1)2 2m—+1
2s+1 ﬁ(QS i 1)(28 + 7) 2s—1

De esta tltima relacién y de (4.3.8) se deduce que

2m—+1 —
d28+1 —0 S—l,...,m_l.

Observemos que estos dos ltimos resultados nos dicen que los coeficientes

impares de ¢o,,+1 son cero, excepto d%ﬂﬁ

Supongamos que m > 1y s € N tal que 0 < 25 +1 < 2m — 1, entonces
tomando ¢ = 2s 4+ 1 en (4.3.7) se tiene:

2m +1

G 2me )My (@), 2

s (5_1) s
(L@, o) = (5 MG (x) +

2m

-1 k

+ 3 D y006) ¢ E oy~ )P @), a0 — o
par p p—1

luego, por la ortogonalidad de los polinomios de Meixner, nos quedan dos

términos cuando k£ = 2s en la primera suma y cuando k£ = 2s + 2 en la

segunda suma, es decir

23+1> _ d%erl (1 - 5) <M(7,6)

3 25+1 (z), 5528“)

<qugm+17 x

a1 (25 +2)(2s +1+7)
+dgs+—51 ﬁ . 1

va que 25 +2 # 0, 25 + 14+~ # 0, (M) (x), 221) £ 0 se tiene:

(MSP) (), 21y = 0;

oma1 (25 +2)(25 +147)
T 2542 B—1

Luego, la relacién para los coeficientes pares de los polinomios anti-ortogonales
de grado impar es:

1 —
d%;”“( ﬁ)+d = 0.

gt = g2 Dot 25 1 1)
s s+ (ﬁ - 1)2 )

(4.3.9)
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param = 2,3,..y s = 1,..,m — 1. Asi pues, supongamos m > 1 y veamos
que pasa cuado i = 2m — 1 en (4.3.7):

(6-1)
g

_ 7 2m +1 ’ —
(L, 0"y = (552 M Do) + == (Gmot )My (), ™)

2m

mt1, (B —1 : k : m—

+> D @)+ K - M ) ) =0
k=0

como consecuencia de la ortogonalidad de los polinomios de Meixner, sélo
nos queda

2m

g—1

(L@, 2™ ) = di ™! (2m + v = DM (), 2”7

m 1 - ﬁ ) m—
+d3mié%<M§Zﬂ (), 2"71) = 0;

luego

2mB(2m+~v —1)
(6—1)

Entonces de los resultados de (4.3.8)-(4.3.10)

2m~+1 _ 12m—+1
d2m72 - d2m

m=12,.. (4.3.10)

B = My 21 () + dop ™ My ()
+d2m+1 Qﬁm(’y +2m — 1)
(B

2m—+1
2m

2m+1 2mﬁmm'(’y + 1)2m,2
2m (ﬁ . ]_)Qm

M) (2)+..+d M ().

Luego, haciendo d = 0 tenemos que:
7/6
@3 = My ().
Por otro lado, tenemos que

Ym = Q(QQma QQm—i-l) = <L'yq2m> q2m+1>

2B ml(y + 1) 2m.2) (1-p)> N N .
(5 _ 1)2m Z 2”6””'(’}/ + 1)(2%2) M;n (SL’)) 9 M;m+1(‘r>>u

Ym = <L’Y<
k=0
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y por la linealidad de L,

2m 8™ ml(y + 1) (2m,2) B)2n
= L (M’Yﬁ >, M'Yﬁ )
7 < (ﬂ _ 1 2m Z 271671”[ 7y + 1 2n2 Y 2n (:E) 2m+1($)>

Ahora bien, hagamos

G, =
(B—1)2m
y ) )
273! (y + 1) 2n,2)
entonces

(G Y HaLy (MF () M3 (o)

k=0
luego, de la definicién de L, se infiere

= (G Y2 H [ GM37 (w—1) = (a4 )M o )] MG,
y por el calculo de I se sigue

= (G 3 B[P0 ) + 2oy - 00D )] MG

31

debido a la ortogonalidad de los polinomios de Meixner sélo nos queda el
primer término de la suma cuando k = m, es decir

(1 - /6) 9, 9.
TYm = T<M2(7ni)1a MZ(Zni)1>;

por lo tanto

1=0),
=g [POASERATE



Conclusion

En este trabajo se introdujo el concepto de sistema anti-ortogonal en es-
pacios con producto interno. Se vio que el estudio de estos sistemas esta muy
relacionado con la teoria de operadores lineales anti-simétricos sobre estos
espacios. Esta generalidad nos permitio estudiar sistemas anti-ortogonales
que no estan compuestos tnicamente por polinomios.

Para la existencia de estos sistemas anti-ortogonales, como se ha visto en esta
tesis, el funcional bilineal €2, su operador lineal anti-simétrico y el sistema
linealmente independiente seleccionados deben satisfacer algunas relaciones
a priori que permitan usar de manera eficiente el lema 2.1.8.

Un punto importante que se ha visto en esta tesis, es la falta de unicidad de
los sistemas anti-ortogonales; puesto que en el caso de los polinomios anti-
ortogonales con respecto a los polinomios moénicos de Hermite, se vio que
teniamos libertad para escoger las funciones u y ¢ en la construccién del o-
perador L,; ademas podiamos elegir arbitrariamente algunas constantes. En
el caso discreto también elegiamos arbitrariamente algunas constantes para
obtener un sistema anti-ortogonal. Asi pues, los sitemas anti-ortogonales no
son unicos.

Nosotros esperamos que esta teoria pueda ser formalizada ain mas y que
esto a su vez permita una mayor aplicacién a teorias como:

1. Las formulas de cuadratura para aproximar intergrales.

2. La aproximacién de funciones meromorfas usando un analogo anti-
simétrico de los aproximantes de Padé.
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